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‡ Working with Intervals

Q : A  list  of  times  of  the  form  88t1 , t1 + dt1<, 8t2 , t2 + dt2 <, … , 8tn , tn + dtn <<
represents the periods 8ti , ti + dti < when a particular system is not working.
For two such lists, how can I determine the periods when both systems are
not working?

A: Carl  Woll  (carlw@wolfram.com)  answers:  The  function  timelist  simulates
non-overlapping  timing  data  of  the  form  88t1 , t1 + dt1 <, 8t2 , t2 + dt2 <, … ,
8tn , tn + dtn <<.
In[1]:= timelist@n_D := Function@8a, b<, 8a, a + Hb - aLRandom@D<D ûûû

Partition@Sort@Array@Random@D &, nDD, 2, 1D
Here are two lists of timing data.

In[2]:= list1 = timelist@7D

Out[2]=

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

0.266593 0.347591

0.421387 0.508681

0.53448 0.544166

0.595902 0.606203

0.697767 0.703369

0.74441 0.759786

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
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In[3]:= list2 = timelist@9D

Out[3]=

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

0.0289648 0.0884388

0.10387 0.120679

0.34196 0.345286

0.406686 0.408005

0.497661 0.512154

0.55351 0.656577

0.712268 0.777817

0.795792 0.805201

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
After converting each period 8ti , ti + dti < into an Interval using Apply,  IntervalÑ
Intersection returns those periods when both systems are not working. 

In[4]:= IntervalIntersection@Interval ûû list1, Interval ûû list2D
Out[4]= Interval@80.34196, 0.345286<, 80.497661, 0.508681<,

80.595902, 0.606203<, 80.74441, 0.759786<D

‡ HamiltonianCycle

Q : I am interested in counting the number of paths from a node in a network
back  to  that  node,  counting  loops  (cycles)  only  once.  Is  there  any  readily
available code that does this?

A: Steve Luttrell (steve_usenet@luttrell.org.uk) answers:  Use HamiltonianCycle  in
the  DiscreteMath`Combinatorica`  package.  Here  is  an  example  of  how  this
solves your problem.

Load the DiscreteMath`Combinatorica` package.

In[1]:= << DiscreteMath`Combinatorica`

Here is a random, labeled graph on 10 vertices with an edge probability of 0.5.
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In[2]:= ShowGraph@g = RandomGraph@10, 0.5DD

Using Highlight, display a HamiltonianCycle of the graph g.

In[3]:= ShowGraph@Highlight@g, 8Partition@HamiltonianCycle@gD, 2, 1D<DD

The  total  number  of  Hamiltonian  cycles  is  equal  to  the  number  of  loops  that
start  from and eventually  return  to any starting node,  having visited  every other
node exactly once.

In[4]:= Length@HamiltonianCycle@g, AllDD
Out[4]= 52
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‡ Listable Subvalues

Q : I  am  writing  functions  for  translating  graphics  primitives.  The  following
function translates a single line object.

In[1]:= f @vec_D@Line@a_DD := Line@Hvec + # &L êû aD
In[2]:= b = Line@881, 2<, 83, 4<, 85, 6<<D;
In[3]:= f @81, 3<D@bD

Out[3]= LineA
i

k
jjjjjjjjjj

2 5

4 7

6 9

y

{
zzzzzzzzzzE

However, if I have a list of lines it does not work.

In[4]:= c = 8b, Line@882, 3<, 85, 6<, 89, 3<<D<;
In[5]:= f @81, 3<D@cD

Out[5]= f H81, 3<L
i

k
jjjjjjjjjj9LineA

i

k
jjjjjjjjjj

1 2

3 4

5 6

y

{
zzzzzzzzzzE, LineA

i

k
jjjjjjjjjj

2 3

5 6

9 3

y

{
zzzzzzzzzzE=

y

{
zzzzzzzzzz

What is the best solution?

A: You can map your function over the list of lines.

In[6]:= f @81, 3<D êû c

Out[6]= 9LineA
i

k
jjjjjjjjjj

2 5

4 7

6 9

y

{
zzzzzzzzzzE, LineA

i

k
jjjjjjjjjj

3 6

6 9

10 6

y

{
zzzzzzzzzzE=

Adding  a  rule  to  f  for  the  case  of  list  arguments  makes  this  mapping  operation
automatic.

In[7]:= f @vec_D@a_ListD := f @vecD êû a

In[8]:= f @81, 3<D@cD

Out[8]= 9LineA
i

k
jjjjjjjjjj

2 5

4 7

6 9

y

{
zzzzzzzzzzE, LineA

i

k
jjjjjjjjjj

3 6

6 9

10 6

y

{
zzzzzzzzzzE=

David  Park  (djmp@earthlink.net)  provides  an  alternative  solution:  define
f @vec_D as  Function.  The third argument  to Function  is  a list  of  attributes  for
the purpose of evaluation. 

In[9]:= Clear@ f D;
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In[10]:= f @vec_D := Function@8a<, Line@Hvec + # &L êû First@aDD, 8Listable<D
In[11]:= f @81, 3<D@bD

Out[11]= LineA
i

k
jjjjjjjjjj

2 5

4 7

6 9

y

{
zzzzzzzzzzE

In[12]:= f @81, 3<D@cD

Out[12]= 9LineA
i

k
jjjjjjjjjj

2 5

4 7

6 9

y

{
zzzzzzzzzzE, LineA

i

k
jjjjjjjjjj

3 6

6 9

10 6

y

{
zzzzzzzzzzE=

Functions for transforming objects in 2 and 3 dimensions are defined in [1] with

the packages available at [2].

‡ f HxL � f H2 xL + f H2 x + 1L

Q : How can I solve the functional equation f HxL � f H2 xL + f H2 x + 1L?

A: The  solution  to  this  functional  equation  is  given  at  mathworld.wolfram.com/
FunctionalEquation.html. Noting that

In[1]:= SimplifyA1 +
1
ÄÄÄÄÄÄ
x

�

i
k
jjjj1 +

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 x

y
{
zzzz ik
jjjj1 +

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 x + 1

y
{
zzzzE

Out[1]= True

then  taking  logs  of  both  sides,  one  sees  that  f HxL = c logH1 + 1 ê xL,  where  c  is
arbitrary, satisfies the functional equation. More generally, since

In[2]:= 1 +
1
ÄÄÄÄÄÄ
x

� Â
i=1

n i
k
jjjj1 +

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
n x + i - 1

y
{
zzzz êê FullSimplify

Out[2]= True

we observe that f HxL = c logH1 + 1 ê xL is a solution to the functional equation

f HxL � ‚
i=1

n

f Hn x + i - 1L
for n = 2, 3, … . 

One  way  to  solve  the  functional  equation  is  to  assume  that  the  asymptotic
behavior of the solution is f HxL~ c1 ê x + c2 ê x2 + ∫ .
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In[3]:= fm_ Hx_L := ‚
n=1

m cn
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
xn

Substitute  this  sum into  the  functional  equation  and  expand  into  an  asymptotic
series.

In[4]:= Series@ f HxL - H f H2 xL + f H2 x + 1LL ê. f Æ f6 , 8x, •, 6<D
Out[4]= J c1

ÅÅÅÅÅÅÅ
4

+
c2
ÅÅÅÅÅÅÅ
2
N ikjjj

1
ÅÅÅÅÅÅ
x
y
{zzz

2

+ i
kjjj-

c1
ÅÅÅÅÅÅÅ
8

+
c2
ÅÅÅÅÅÅÅ
4

+
3 c3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

4

y
{zzz
i
kjjj

1
ÅÅÅÅÅÅ
x
y
{zzz

3

+

i
kjjj

c1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
16

-
3 c2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
16

+
3 c3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
16

+
7 c4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

8

y
{zzz
i
kjjj

1
ÅÅÅÅÅÅ
x
y
{zzz

4

+
i
kjjj-

c1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
32

+
c2
ÅÅÅÅÅÅÅ
8

-
3 c3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
16

+
c4
ÅÅÅÅÅÅÅ
8

+
15 c5
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

16

y
{zzz
i
kjjj

1
ÅÅÅÅÅÅ
x
y
{zzz

5

+

i
kjjj

c1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
64

-
5 c2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
64

+
5 c3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
32

-
5 c4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
32

+
5 c5
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
64

+
31 c6
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

32

y
{zzz
i
kjjj

1
ÅÅÅÅÅÅ
x
y
{zzz

6

+ O
i
k
jjjjikjjj

1
ÅÅÅÅÅÅ
x
y
{zzz

7 y
{
zzzz

Solving for the coefficients an , one sees that cn � H-1Ln+1  c1 ê n.

In[5]:= Solve@% ä 0, Table@cn , 8n, 2, 6<DD
Out[5]= 99c2 Ø -

c1
ÅÅÅÅÅÅÅ
2

, c3 Ø
c1
ÅÅÅÅÅÅÅ
3

, c4 Ø -
c1
ÅÅÅÅÅÅÅ
4

, c5 Ø
c1
ÅÅÅÅÅÅÅ
5

, c6 Ø -
c1
ÅÅÅÅÅÅÅ
6
==

Summing  the  asymptotic  series,  one  obtains  the  same  solution  as  earlier,
f HxL = c1 logH1 + 1 ê xL.
In[6]:= „

n=1

• H-1Ln+1  c1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

n xn

Out[6]= log
i
kjjj1 +

1
ÅÅÅÅÅÅ
x
y
{zzz c1

Here we apply the same method to gHxL � gH2 x + aL + gH2 x + bL.
In[7]:= Solve@Series@gHxL - HgH2 x + aL + gH2 x + bLL ê. g Æ f4 , 8x, •, 4<D ä 0,

Table@cn , 8n, 2, 4<DD êê Simplify

Out[7]= 99c4 Ø -
1
ÅÅÅÅÅÅ
4

Ha3 + b a2 + b2 a + b3 L c1 , c3 Ø
1
ÅÅÅÅÅÅ
3
Ha2 + b a + b2 L c1 , c2 Ø -

1
ÅÅÅÅÅÅ
2
Ha + bL c1 ==

The  pattern  of  the  coefficients  is  clear:  the  coefficient  cn+1  isH-1Ln  c1  ⁄i=0
n ai  bn-i ê Hn + 1L.  Summing  the  asymptotic  series,  one  obtains  the

general solution.

In[8]:= SimplifyA„
n=0

• H-1Ln  ⁄i=0
n ai  bn-i  c1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄHn + 1L xn+1
E

Out[8]=
HlogH a+xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x
L - logH b+xÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x
LL c1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
a - b

Absorbing  the  factor  Ha - bL  into  the  arbitrary  constant,  the  solution  can  be
written  as  gHxL = c logH a+xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅb+x L.  This  solution  results  by taking the  logarithm of the

following identity.
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In[9]:=
i
kjj

a + x
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
b + x

y
{zz �

i
k
jjjj a + 2 x + a

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
b + 2 x + a

y
{
zzzz 
i
k
jjjj a + 2 x + b

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
b + 2 x + b

y
{
zzzz êê Simplify

Out[9]= True

Finally, we apply the same method to hHxL � hHx + 1L + hHx2 + x + 1L.
In[10]:= Solve@Series@hHxL - HhHx + 1L + hHx2 + x + 1LL ê. h Æ f10 , 8x, •, 11<D ä 0,

Table@cn , 8n, 2, 10<DD
Out[10]= 99c2 Ø 0, c3 Ø -

c1
ÅÅÅÅÅÅÅ
3

, c4 Ø 0, c5 Ø
c1
ÅÅÅÅÅÅÅ
5

, c6 Ø 0, c7 Ø -
c1
ÅÅÅÅÅÅÅ
7

, c8 Ø 0, c9 Ø
c1
ÅÅÅÅÅÅÅ
9

, c10 Ø 0==
The pattern of the coefficients is clear: the even coefficients vanish, c2 n � 0, and
the  odd  coefficients  read  c2 n+1 � H-1Ln  c1 ê H2 n + 1L.  Summing  the  asymptotic
series, one obtains the general solution.

In[11]:= SumA H-1L n-1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

2 c1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

n xn
, 8n, 1, •, 2<E

Out[11]= tan-1 ikjjj
1
ÅÅÅÅÅÅ
x
y
{zzz c1

See also [3], [4], and  [5].

‡ EventLocator

Q : The  solution  to  the  differential  equation  y¢ HxL � cosHxL  with  yH0L � 0  is
sinHxL.
In[1]:= DSolve@8y¢ HxL � cosHxL, yH0L � 0<, yHxL, xD

Out[1]= 88 yHxL Ø sinHxL<<
Solving  the  same  equation  numerically,  I  tried  using  the  event  function
yHxL - 1 to find the extrema of yHxL.
In[2]:= NDSolve@8y¢ HxL � cosHxL, yH0L � 0<, y, 8x, 0, 20<, Method Æ

8"EventLocator", "Event" Æ yHxL - 1, "EventAction" ¶ Sow@xD<D êê Reap

Out[2]= 888 y Ø InterpolatingFunction@H 0. 20. L, <>D<<, 8<<
How can I find those points where yHxL � 1?

A: Mark  Sofroniou  (marks@wolfram.com)  answers:  An  event  is  located  when  a
change  in sign in the event function is  detected.  For  the function sinHxL - 1,  the
sign is practically always negative and the chance of hitting zero is infinitesimal.
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You can construct an appropriate event function for extrema, where y£ HxL � 0, by
noting  that  y£ HxL � cosHxL.  Then  it  is  possible  to  use  the  Direction  option  to
restrict the detection to points corresponding to a maximum.

In[3]:= NDSolve@8y¢ HxL � cosHxL, yH0L � 0<, y,

8x, 0, 20<, Method Æ 8EventLocator, "Event" Æ cosHxL,
"EventAction" ¶ Sow@xD, "Direction" Æ -1<D êê Reap

Out[3]=
i
kjjj
8 y Ø InterpolatingFunction@H 0. 20. L, <>D<
81.5708, 7.85398, 14.1372<

y
{zzz

‡ Operational Solutions to Differential Equations

Q : If fHzL is the electrostatic  potential on the axis of a cylindrically  symmetric
system, then the potential  at the point Hr, zL, where r is the perpendicular
distance from the axis, is given by the following (see, e.g., [6])

fHr, zL � J0
i
kjjjr

∂
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
∂ z

y
{zzz fHzL.

How can I implement the operator J0 Ir ∂ÄÄÄÄÄÄÄ
∂z M?

A: The definition of Jn HzL is given at functions.wolfram.com/03.01.02.0001.01.

In[1]:= Jn HzL � „
k=0

• H-1Lk I zÄÄÄÄÄ
2
M2 k+n

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
GHk + n + 1L k !

Out[1]= True

Then, formally, one has

J0
i
kjjjr

∑
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑z

y
{zzz ª „

k=0

¶ H-1Lk Hr ∑ÅÅÅÅÅÅÅ∑z L2 k

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4k k !2

� „
k=0

¶
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
k !2

 
i
k
jjjj-

r2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4

 
∑2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑z2

y
{
zzzz

k

.

For an arbitrary potential fHzL, the operator formalism can be used to obtain the
Taylor series expansion of fHr, zL about r = 0 using NestList. For example, here
are the first four terms.

In[2]:= k = 0; f4 Hr_, z_L = Tr û NestListAik
jjjjj++k; -

r2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
4 k2

 ∂z,z #
y
{
zzzzz &, fHzL, 3E

Out[2]= -
fH6L HzL r6

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2304

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
64

fH4L HzL r4 -
1
ÅÅÅÅÅÅ
4

f££ HzL r2 + fHzL
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For an axially symmetric potential, the Laplacian in cylindrical coordinates reads,

“2 ª D =
1
ÅÅÅÅÅÅ
r

 ikjjj
∑

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ r

 ikjjjr 
∑

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ r

y
{zzz
y
{zzz +

∑2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ z2

,

and  the  potential  satisfies  Laplace’s  equation,  DV Hr, zL � 0.  Verifying  that  the
operator expansion produces a formal power-series solution is immediate.

In[3]:=
∂2 f4 Hr, zL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

∂ z2
+ O@rD6

Out[3]= f££ HzL -
1
ÅÅÅÅÅÅ
4

fH4L HzL r2 +
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
64

fH6L HzL r4 + OHr6 L

In[4]:= CollectA 1
ÄÄÄÄÄÄ
r

 
i
k
jjjj∂r

i
k
jjjjr 

∂ f4 Hr, zL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

∂ r

y
{
zzzzy{
zzzz, r, SimplifyE

Out[4]= -
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
64

fH6L HzL r4 +
1
ÅÅÅÅÅÅ
4

fH4L HzL r2 - f££ HzL
In[5]:= % + %%

Out[5]= OHr6 L
Now for a concrete example. For a disk of radius R, with uniform surface charge
density  s,  oriented  with its  normal  vector  along the z-axis,  here  is  the potential
at H0, 0, zL.
In[6]:= VR_ Hz_L = AssumingAz > R > 0,

s
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
4 p e0

 ‡
0

2 p

 ‡
0

R

 
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!!!!!!!!!!!!!
s2 + z2

 s ‚ s ‚ fE

Out[6]=
Iè!!!!!!!!!!!!!!!!

R2 + z2 - zMs
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 e0

Using the operator formalism one obtains

In[7]:= k = 0; V3,R Hr_, z_L = Simplify êû Tr û NestListAik
jjjjj++k; -

r2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
4 k2

 ∂z,z #
y
{
zzzzz &, VR HzL, 2E

Out[7]= -
3 HR4 - 4 R2 z2 L s r4

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128 HR2 + z2 L7ê2 e0

-
R2 s r2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
8 HR2 + z2 L3ê2 e0

+
Iè!!!!!!!!!!!!!!!!

R2 + z2 - zM s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 e0

There  is  another  approach  to  this  problem:  In  the  case  of  azimuthal  symmetry,
the general solution to Laplace’s equation DV � 0 is (the multipole expansion),

(1)V Hr, qL = ‚
l=0

¶

 
i
kjjjal r l +

bl
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r l+1

y
{zzz Pl HcosHqLL,

where r  and q are the radial and polar spherical coordinates, respectively. Here is
the truncated solution.

In[8]:= Vn_ Hr_, q_L := „
l=0

n

 
i
k
jjjjal r l +

bl
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
r l+1

y
{
zzzz Pl HcosHqLL
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Now,  if  the  potential  is  known  on the  axis,  that  is  V Hr, 0L ª V HzL,  then  one  can
use equation (1) to determine al  and bl  by series expansion of V HzL and term-by-
term comparison. For R > r > 0, here is the series expansion of the axial potential.

In[9]:= Simplify@VR HrL + O@rD5 , R > 0D
Out[9]=

R s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 e0

-
s r

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 e0

+
s r2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 R e0

-
s r4

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
16 HR3 e0 L + OHr5 L

Now, equate this to V Hr, 0L and solve.

In[10]:= V4 Hr, 0L + O@rD5

Out[10]=
b4
ÅÅÅÅÅÅÅÅ
r5

+
b3
ÅÅÅÅÅÅÅÅ
r4

+
b2
ÅÅÅÅÅÅÅÅ
r3

+
b1
ÅÅÅÅÅÅÅÅ
r2

+
b0
ÅÅÅÅÅÅÅÅ
r

+ a0 + a1 r + a2 r2 + a3 r3 + a4 r4 + OHr5 L
In[11]:= Solve@% == %%, Join@Table@al , 8l, 0, 4<D, Table@bl , 8l, 0, 4<DDD

Out[11]= 99a3 Ø 0, b0 Ø 0, b1 Ø 0, b2 Ø 0, b3 Ø 0, b4 Ø 0,

a0 Ø
R s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 e0

, a1 Ø -
s

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 e0

, a2 Ø
s

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 R e0

, a4 Ø -
s

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
16 R3 e0

==
Hence we obtain the (truncated series  expansion of the)  potential  of the disk off
the axis in spherical coordinates.

In[12]:= V4 Hr, qL ê. First@%D
Out[12]= -

s H35 cos4 HqL - 30 cos2 HqL + 3L r4

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128 R3 e0

+
s H3 cos2 HqL - 1L r2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
8 R e0

-
s cosHqL r
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 e0

+
R s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 e0

To  compare  this  solution  to  that  obtained  earlier,  we  expandè!!!!!!!!!!!!!!!!
R2 + r2

� R
"######################

1 + Hr êRL2  into  a  series  in  r êR,  valid  for  0 < r < R.  See
functions.wolfram.com/01.01.06.0002.01 and
functions.wolfram.com/01.01.06.0003.01.

In[13]:=
"############

1 + x � 1 F0

i
k
jjjj-

1
ÄÄÄÄÄÄ
2

; ; -x
y
{
zzzz � „

n=0

•

 
H-1Ln I- 1ÄÄÄÄÄ

2
M
n

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
n !

 xn

Out[13]= True

Check that we have the correct expansion for VR HrL.
In[14]:= VR HrL � FullSimplifyA s

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 e0

 
i
k
jjjjjjjjR „

n=0

•

 
H-1Ln I- 1ÄÄÄÄÄ

2
M
n

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
n !

 J r
ÄÄÄÄÄÄÄ
R
N2 n

- r
y
{
zzzzzzzz, 0 < r < RE

Out[14]= True

Hence the potential of the disk off the axis is given by

s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 e0

 
i
k
jjjjjjjjR „

n=0

¶

 
H-1Ln H- 1ÅÅÅÅÅ

2
L
nÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

n !
J r

ÅÅÅÅÅÅÅ
R
N2 n

P2 n HcosHqLL - r cosHqL
y
{
zzzzzzzz.
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Changing  coordinates  from  polar  to  cylindrical  coordinates,  z = r cosHqL  and
r2 = z2 + r2 , we verify that the two expansions are consistent.

In[15]:= SimplifyAR„
n=0

3

 
H-1Ln I- 1ÄÄÄÄÄ

2
M
n
I rÄÄÄÄÄ

R
M2 n P2 n HcosHqLL

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
n !

- r cosHqL ê. cosHqL Æ
z
ÄÄÄÄÄÄ
r

ê.

r Æ
"#################z2 + r2 E + O@rD5

Out[15]=
i
kjjj

z6

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
16 R5

-
z4

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
8 R3

+
z2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 R

- z + R
y
{zzz +

i
kjjj-

15 z4

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
32 R5

+
3 z2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
8 R3

-
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 R

y
{zzz r2 +

i
kjjj

45 z2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128 R5

-
3

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
64 R3

y
{zzz r4 + OHr5 L

In[16]:= SimplifyASeriesA% -
2 e0
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

s
 V3,R Hr, zL, 8z, 0, 3<E, R > 0E êê Normal

Out[16]= 0

Elmar  Zeitler  (zeitler@fhi-berlin.mpg.de)  submitted  another  example  of  an
operator expansion. Using the integral definition
(functions.wolfram.com/03.01.07.0005.01),

Jn HzL � H-ÂLn
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

p
 ‡

0

p

‰Â z cosHqL cosHn qL „ q,

and the identity (functions.wolfram.com/01.07.16.0096.01),

cosHn qL � Tn HcosHqLL,
then the change of variables cosHqL Ø x yields

Jn HzL � H-ÂLn
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

p
 ‡

-1

1 ‰Â z x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!
1 - x2

Tn HxL „ x.

Now, Tn HxL is a polynomial in x and, since xk ‰i z x
� H-ÂLk  ∑8z,k< ‰Â z x , we see that

Jn HzL � H-ÂLn
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

p
 Tn H-Â ∑z L ‡

-1

1 ‰Â z x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!
1 - x2

„ x � H-ÂLn  Tn H-Â ∑z L J0 HzL.
Implementation of this operator expansion is direct.

In[17]:= Table@8n, H-‰Ln HExpand@z Tn H-‰ zLD ê. zk_. :> ∂8z,k-1< #L &@J0 HzLD êê Simplify<,
8n, 0, 4<D

Out[17]=

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

0 J0 HzL
1 J1 HzL
2 J2 HzL
3 J3 HzL
4 J4 HzL

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
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‡ Cluster Analysis

Q : For an arbitrary matrix of non-negative integers, how can I obtain the sum
of  those  matrix  elements  that  are  surrounded  by  zeros?  As  a  concrete
example, for the following matrix an output of 84, 5, 7, 5, 4< is required. 

In[1]:= mat =

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

0 0 0 1 0 0 0 5 0 0

0 0 0 3 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1 3 0 0

1 2 2 0 0 0 1 0 0 3

0 0 1 0 0 0 0 0 0 1

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
;

The  order  in  which  the  groups  surrounded  by  zero  is  summed  does  not
matter.

A: Carl  Woll  (carlw@wolfram.com)  answers:  First,  use  SparseArray  to  get  the
positions of non-zero elements.

In[2]:= datarules = Most@ArrayRules@SparseArray@matDDD
Out[2]= 881, 4< Ø 1, 81, 8< Ø 5, 82, 4< Ø 3, 83, 2< Ø 1, 83, 7< Ø 1, 83, 8< Ø 3, 84, 1< Ø 1,

84, 2< Ø 2, 84, 3< Ø 2, 84, 7< Ø 1, 84, 10< Ø 3, 85, 3< Ø 1, 85, 10< Ø 1<
Next,  define a  distance function yielding 0 for  identical  elements,  1 for  adjacent
elements, and a big number, say 10, for nonadjacent elements.

In[3]:= myDistance@d1_, d2_D := Clip@Total@†d1 - d2§D, 80, 1<, 810, 10<D
Then,  load  the  Statistics`ClusterAnalysis`  package  and  use FindClusters  with
the Agglomerate method.

In[4]:= Needs@"Statistics`ClusterAnalysis`"D
In[5]:= FindClusters@datarules, Method Æ Agglomerate,

DistanceFunction Æ myDistanceD
Out[5]= 881, 3<, 85<, 81, 1, 2, 2, 1<, 81, 3, 1<, 83, 1<<
Finally, total the cluster values.

In[6]:= Total êû %

Out[6]= 84, 5, 7, 5, 4<
Here is a function to do all the steps.

In[7]:= ClusterSums@array_D := Module@8datarules, clusteredvalues<,
datarules = Most@ArrayRules@SparseArray@arrayDDD;
clusteredvalues = FindClusters@datarules,

Method Æ Agglomerate, DistanceFunction Æ myDistanceD;
Total êû clusteredvaluesD
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Check that ClusterSums works on mat.

In[8]:= ClusterSums@matD
Out[8]= 84, 5, 7, 5, 4<
As a bonus, this approach can be extended to handle higher dimensional arrays.
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